Analisys of air flow around airfoil using panel method by Plantarič, Adam
UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojništvo
Analiza pretoka zraka okoli aeroprofila s
panelno metodo
Zaključna naloga Univerzitetnega študijskega programa I. stopnje
Strojništvo - Razvojno raziskovalni program
Adam Plantarič
Ljubljana, julij 2020

UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojništvo
Analiza pretoka zraka okoli aeroprofila s
panelno metodo
Zaključna naloga Univerzitetnega študijskega programa I. stopnje
Strojništvo - Razvojno raziskovalni program
Adam Plantarič
Mentor: doc. dr. Viktor Šajn, univ. dipl. inž.
Somentor: doc. dr. Miha Brojan, univ. dipl. inž.
Ljubljana, julij 2020

Zahvala
Zahvaljujem se profesorju doc. dr. Viktorju Šajnu, ki me je pri predmetu Mehanika
fluidov navdušil za analizo pretoka fluida skozi poljubno obliko z uporabo potencialnega
toka. Prav tako se zahvaljujem staršema, ki sta me navdušila za znanost in tehnologijo
in me spodbujala pri študiju.
iii
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Panelna metoda omogoča analizo pretoka fluida okoli aeroprofila, pri čemer je
predpostavljen neviskozen in nestisljiv fluid. S panelno metodo je mogoče analizirati
pretok fluida okoli aeroprofila poljubne oblike. Določimo lahko koeficient vzgona
aeroprofila in se pri tem pri majhnih vpadnih kotih aeroprofila dobro približamo realnim
vrednostim koeficienta vzgona (pridobljenim s CFD analizo ali z eksperimentalnim
delom). V delu je podrobno opisana panelna metoda za modeliranje pretoka
zraka okoli aeroprofila krila zrakoplova in predstavljen je izračun polare izbranega
aeroprofila, pridobljene z uporabo panelne metode. Zatem z opisano panelno metodo
izračunamo graf odvisnosti koeficienta vzgona od vpadnega kota izbranega profila
in rezultate primerjamo z rezultati CFD (Computational Fluid Dynamics) analize
in z eksperimentalno pridobljenimi vrednostmi. Ugotovimo, kakšna so odstopanja
rezultatov panelne metode in kakšen je interval uporabe panelne metode.
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Abstract
UDC 532.6:629.7(043.2)
No.: UN I/1333
Analisys of air flow around airfoil using panel method
Adam Plantarič
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Panel method allows us to analyze fluid flow around airfoil, where nonviscous and
incompressible fluid is assumed. Panel method can be used to analyze fluid flow around
airfoil of any chosen shape. We can determine lift coefficient and doing so, we come
close to real values (obtained with CFD analysis or experimentally) of lift coefficient
at small angles of attack. In the thesis, panel method, used for modeling air flow
around wing of aircraft, is described in detail and computation of lift coefficient as a
function of angle of attack, obtained using panel method, is introduced. Afterward, we
compute graph of lift coefficient as a function of angle of attack of chosen airfoil, and
we compare the results with results of CFD (Computational Fluid Dynamics) and with
experimentaly obtained values. We determine deviations of results of panel method
and lastly we determine interval of panel method usage.
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ρz kg/m
3 gostota zraka
p Pa statični tlak fluida
f m2/s potencial hitrosti
Φ m2/s realni del potenciala hitrosti
Ψ m2/s imaginarni del potenciala hitrosti
v⃗ m/s hitrost fluida
vx m/s hitrost fluida v x smeri
vy m/s hitrost fluida v y smeri
Q m2/s magnituda potencialnega izvora/ponora
Γ m2/s magnituda potencialnega vrtinca
v0 m/s hitrost paralelnega toka
α rad vpadni kot paralelnega toka
z m položaj opazovane točke v potencialnem toku
z0 m položaj gradnika potencialnega toka
s m pot razporeditve linijskega izvora
r m razdalja med gradnikom in opazovano točko
r1 m razdalja med prvo robno točko gradnika in opazovano točko
r2 m razdalja med drugo robno točko gradnika in opazovano točko
x1, y1 m koordinati prve robne točke linijskega gradnika
x2, y2 m koordinati druge robne točke linijskega gradnika
n⃗ m normala površine aeroprofila
t⃗ m tangenta površine aeroprofila
v⃗n m/s hitrost v normalni smeri na aeroprofilu
v⃗t m/s hitrost v tangentni smeri na aeroprofilu
t⃗i m tangenta i-tega panela na aeroprofilu
n⃗i m normala i-tega panela na aeroprofilu
M / matrika koeficientov sistema linearnih enačb
Mi, j / člen matrike M v i-ti vrstici in j-tem stolpcu
C m2/s vektor neznank sistema linearnih enačb
Ci m
2/s i-ti člen vektorja C
B m2/s vektor konstant sistema linearnih enačb
Bi m
2/s i-ti člen vektorja B
Fvzg N sila vzgona
Fup N sila upora
cvzg / koeficient vzgona
cup / koeficient upora
bk m razpetina krila
x
Indeksi
I potencialni izvor/ponor
V potencialni vrtinec
T točka v nizu robnih točk panelov
S točka v nizu sediščnih točk panelov
x velikost parametra v x-smeri
y velikost parametra v y-smeri
i indeks panela v nizu panelov
j indeks panelnega izvora/ponora ali vrtinca v nizu gradnikov
p panel
k krilo
z zrak
vzg dinamični vzgon
up zračni upor
Γ rob aeroprofila
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Razvoj letalstva v začetku dvajsetega stoletja je pomenil velik pridobitev za človeštvo.
Z razvojem letal se je razvijalo tudi razumevanje mehanike fluidov in računske
ter kasneje numerične metode. Boljše znanje mehanike fluidov in bolj napredne
računske in numerične metode so inženirjem omogočale konstruiranje aerodinamično
bolj učinkovitih zrakoplovov, ki so tako lahko dosegali manjšo porabo goriva, letenje
na večjih višinah z višjimi hitrostmi in večje domete.
Panelna metoda, ki je uporabljena v nalogi, je prvič nastala v prvi polovici dvajsetega
stoletja z namenom analize zračnega toka okoli letala in izboljšanja aerodinamike. Z
razvojem računalništva in z zmogljivejšimi računalniki so se razvijale tudi numerične
metode, tako so jo čez čas nadomestile kompleksnejše panelne metode in kasneje CFD
(Computational Fluid Dynamics). CFD se od panelne metode razlikuje predvsem v
tem, da upošteva viskoznost fluida. Kljub temu se tovrstna panelna metoda še vedno
uporablja za preliminarno analizo obtoka fluida, saj je računsko dosti manj zahtevna
in za uporabo potrebuje krajši čas procesiranja. Tako ima tovrstna panelna metoda
še vedno uporabno vrednost in predstavlja korak v smeri razvoja kompleksnejših
numeričnih metod.
1.2 Cilji naloge
Namen naloge je zasnova in implementacija panelne metode, s katero analiziramo
pretok zraka okoli izbranega aeroprofila in določimo koeficient vzgona. Ker metoda
temelji na potencialnem toku, zanjo veljajo predpostavke nestisljivega in neviskoznega
fluida. Predpostavke lahko pripišemo pretoku fluida pri nizkih hitrostih in pri majhnih
vpadnih kotih aeroprofila. Pri nizkih hitrostih upoštevamo predpostavko o nestisljivosti
in neviskoznosti fluida ker so v tem primeru tlačne razlike dovolj majhne, da ni bistvene
razlike v gostoti fluida, in ker je vpliv viskoznosti manj bistven pri nizkih hitrostih.
Pri majhnih vpadnih kotih aeroprofila upoštevamo predpostavko o nestisljivosti in
neviskoznosti fluida, ker je tako mejna plast dovolj tanka in je vpliv viskoznosti
manj bistven ter ker je pri majhnih vpadnih kotih tok fluida laminaren in stabilen.
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To pomeni, da s panelno metodo ne moremo analizirati pojavov, kot so odstopanje
tokovnic od površine aeroprofila pri kritičnem vpadnem kotu ali obtekanje aeroprofila
z nadzvočnim fluidom.
Za računanje uporabimo objektni računalniški programski jezik, ki omogoča uporabo
matematičnih operatorjev in funkcij, ki jih potrebujemo v panelni metodi.
2
2 Teoretične osnove
2.1 Potencialni tok
Potencialni tok opisuje hitrostno polje fluida kot nevrtinčno, neviskozno in nestisljivo
hitrostno polje. To je dober približek za različne primere uporabe, pri katerih lahko
privzamemo omenjene predpostavke. Za nevrtinčen, nestisljiv in neviskozen potencialni
tok velja Laplaceva enačba. Pri tem izhajamo iz Navier-Stokesovih enačb:
∆ · f = 0 ∇2 · f = 0 (2.1)
Ker analiziramo aeroprofil v dvodimenzijskem prostoru, lahko zapišemo:
∇2f = ∂
2f
∂x2
+
∂2f
∂y2
= 0 (2.2)
Pri tem je potencial zapisan kot kompleksno število:
f(x, y) = Φ(x, y) + iΨ(x, y) (2.3)
Pri čemer sta funkciji Ψ = Ψ(x, y) in Φ = Φ(x, y) pravokotne ena na drugo. S pomočjo
te ugotovitve pridemo do Cauchy-Riemannovih pogojev:
∂Φ
∂x
=
∂Ψ
∂y
(2.4)
∂Ψ
∂x
=
∂Φ
∂y
(2.5)
Z uporabo Cauchy-Riemannovih pogojev hitrost definiramo kot parcialni odvod
potenciala:
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vx =
∂Φ
∂x
=
∂Ψ
∂y
(2.6)
vy =
∂Φ
∂y
= −∂Ψ
∂x
(2.7)
Pri računanju potencialnega toka uporabljamo algebro kompleksnih števil, tako da
z realno komponento zapišemo vrednost v x smeri, z imaginarno komponento pa
zapišemo velikost v y smeri. Pri tem uporabimo Eulerjevo identiteto, da zapis iz
cilindričnih koordinat r in θ prevedemo v kartezijeve koordinate x in y:
z = r · eiθ = r(cos(θ) + i sin(θ)) (2.8)
v · e−iθ = v(cos(θ)− i sin(θ)) = vx − i vy (2.9)
2.2 Gradniki Potencialnega toka
Potencialni tokovi se lahko preprosto sestavljajo iz osnovnih gradnikov tako, da se
vrednosti hitrosti ali potencialov, ki so posledica posameznih gradnikov med seboj
seštevajo.
f =
n∑
i=1
fi (2.10)
v =
i∑
i=1
vi (2.11)
Gradniki, ki jih uporabljamo v panelni metodi, so:
– vzporedni tok,
– linearni linijski konstantni potencialni izvor/ponor in
– linearni linijski konstantni potencialni vrtinec.
2.2.1 Paralelni tok
Paralelni tok je najbolj enostaven gradnik potencalega toka. Predstavlja osnovno
gibanje fluida daleč stran od opazovanega telesa (krila). Tokovnice so med seboj
vzporedne in potekajo naravnost. Kot naklona tokovnic nam predstavlja vpadni kot
aeroprofila. Potencial paralelnega toka zapišemo:
f =
∫
v dz = v0 · z · (cos(α)− i · sin(α)) = z · e−i α (2.12)
Φ(x, y) = vx · x+ vy · y (2.13)
Ψ(x, y) = −vx · y + vy · x (2.14)
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Hitrost paralelnega toka je definirana s konstantnima hitrostjo in vpadnim
kotom oziroma je definirana s konstantnima komponentama v obeh smereh. Hitrost
paralelnega toka zapišemo:
v = v0 · (cos(α)− i · sin(α)) = v0 · e−i α (2.15)
v⃗(x, y) = vx · i⃗+ vy · j⃗ (2.16)
x
y
a
v
(a) Cilindrične koordinate
x
y
v
vx vy
(b) Kartezijeve koordinate
Slika 2.1: Paralelni tok izražen s cilindričnimi in kartezijevemi koordinatami
2.2.2 Potencialni izvor/ponor
Gradnik predstavlja konstanti tok fluida iz točke ali v točko v radialni smeri glede na
točko izvora/ponora. V tridimenzionalnem prostoru je magnituda volumenski pretok,
v dvodimenzionalnem prostoru je magnituda ploščinski pretok. V točki izvora/ponora
imamo singularnost, v točki izvora/ponora ne velja predpostavka o nestisljivosti fluida.
Potencialni izvor/ponor je definiran s položajem v prostoru, izražen s koordinatama
x in y ali r in θ, ter z magnitudo toka fluida Q. Potencial izvora/ponora zapišemo s
sledečimi enačbami:
f(r, θ) =
Q
2pi
i θ ln(r) =
Q
2pi
ln(z − z0) (2.17)
Φ(r, θ) =
Q
2pi
ln(r) (2.18)
Ψ(r, θ) =
Q
2pi
θ (2.19)
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Hitrost izvora/ponora zapišemo:
v⃗(r, θ) =
Q
2pi
· r⃗
r2
(2.20)
vx(r, θ) =
Q
2pi
· cos(θ)
r
(2.21)
vy(r, θ) =
Q
2pi
· sin(θ)
r
(2.22)
vx(x, y) =
Q
2pi
· x
x2 + y2
(2.23)
vy(x, y) =
Q
2pi
· y
x2 + y2
(2.24)
x
y
z0
z
x
y
Slika 2.2: Potencialni izvor/ponor izražen s kartezijevemi koordinatami
2.2.3 Potencialni vrtinec
Gradnik predstavlja vrtinec v potencialnem toku, pri čemer so tokovnice koncentrični
krogi, katerih središče je točka singularnosti. Hitrost je po tokovnicah konstantna, z
radijem (oddaljenosti od središča) pa pada inverzno. Potencialni vrtinec je definiran s
položajem v prostoru in je izražen s koordinatama x in y ali r in θ, ter z magnitudo
cirkulacije fluida Γ. Potencial vrtinca zapišemo:
f(r, θ) =
Γ
2pi
θ ln(r) = − iΓ
2pi
ln(z − z0) (2.25)
Φ(r, θ) =
Γ
2pi
θ (2.26)
Ψ(r, θ) = − Γ
2pi
ln(r) (2.27)
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Hitrost vrtinca zapišemo:
v⃗(r, θ) =
Γ
2pi
· θ⃗
r
(2.28)
vx(r, θ) =
Γ
2pi
· sin(θ)
r
(2.29)
vy(r, θ) = − Γ
2pi
· cos(θ)
r
(2.30)
vx(x, y) =
Γ
2pi
· y
x2 + y2
(2.31)
vy(x, y) = − Γ
2pi
· x
x2 + y2
(2.32)
x
y
z0
z
x
y
Slika 2.3: Potencialni vrtinec izražen s kartezijevemi koordinatami
2.3 Sestavljeni gradniki
Osnovne gradnike potencialnega toka lahko sestavimo v kompleksnejše gradnike tako,
da posamezne osnovne gradnike med seboj seštevamo. Za potrebe naše panelne
metode iščemo linijsko razporejene potencialne izvore/ponore in linijsko razporejene
potencialne vrtince. Dobimo jih tako, da po daljici, na kateri želimo linijsko razporejen
izvor/ponor ali vrtinec, razporedimo infinitezimalno majhne osnovne gradnike.
2.3.1 Konstanten linijski potencialni izvor/ponor
Konstanten linijski potencialni izvor/ponor je sestavljen iz neskončno mnogo potenci-
alnih izvorov/ponorov infinitezimalno majhne magnitude, ki so razporejeni po dolžini
daljice tako, da je med sosednjima izvoroma/ponoroma razdalja ds. Magnituda
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konstantnega linijskega izvora/ponora se po dolžini daljice izvora/ponora ne spreminja.
Gradnik je definiran z daljico izvora/ponora z začetno in končno točko ter z magnitudo
izvora/ponora. Hitrostni potencial točkovnega potencialnega izvora/ponora infinitezi-
malno majhne magnitude dγ zapišemo:
df(r, θ) =
dγ
2pi
i θ(s) ln(r(s)) =
dγ
2pi
ln(z − z0(s)) (2.33)
dΦ(r, θ) =
dγ
2pi
ln(r(s)) (2.34)
dΨ(r, θ) =
dγ
2pi
θ(s) (2.35)
Hitrostni potencial seštevka neskončno mnogo točkovnih potencialnih izvorov/ponorov
na daljici zapišemo kot integral:
f(r, θ) =
∫
s
γ
2pi
i θ(s) ln(r(s)) ds =
∫
s
γ
2pi
ln(z − z0(s)) ds (2.36)
Φ(r, θ) =
∫
s
γ
2pi
ln(r(s)) ds (2.37)
Ψ(r, θ) =
∫
s
γ
2pi
θ(s) ds (2.38)
Zapišemo hitrost konstantnega linijskega izvora/ponora. Da poenostavimo enačbo,
postavimo daljico, na kateri je izvor/ponor vodoravno (vzporedno z x osjo) in tako
lahko uporabimo enakost ds = dx:
v⃗(r, θ) =
∫
s
γ
2pi
r⃗(s)
r(s)2
ds (2.39)
vx(x, y) =
∫
s
γ
2pi
x(s)
x(s)2 + y(s)2
ds =
∫ x2
x1
γ
2pi
x− x0
(x− x0)2 + (y − y0)2 dx (2.40)
vy(x, y) =
∫
s
γ
2pi
y(s)
x(s)2 + y(s)2
ds =
∫ x2
x1
γ
2pi
y − y0
(x− x0)2 + (y − y0)2 dx (2.41)
Zapišemo rešitvi določenih integralov napisanih zgoraj:
vx(x, y) =
γ
2pi
ln
(
r2(x, y)
r1(x, y)
)
=
γ
2pi
ln
(√
(x− x2)2 + (y − y2)2√
(x− x1)2 + (y − y1)2
)
(2.42)
vy(x, y) =
γ
2pi
arctan (β(x, y)) =
γ
2pi
arctan
(
y2 − y1
x2 − x1
)
(2.43)
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Teoretične osnove
x
y
(x, y)
(a) Hitrost v bližini kostantnega
linijskega izvora/ponora
x
y
(x, y)
r1 r2
(x1, y1) (x2, y2)
b
(b) Linijski izvor/ponor izražen
s koordinatami
Slika 2.4: Konstanten linijski potencialni izvor/ponor
2.3.2 Konstanten linijski potencialni vrtinec
Konstanten linijski potencialni vrtinec je sestavljen iz neskončno mnogo potencialnih
vrtincev infinitezimalno majhne magnitude, podobno kot velja za konstanten linijski
potencialni izvor/ponor. Ideja je enaka kot pri potencialnem izvoru/ponoru, le da
imamo namesto tega potencialni vrtinec. Gradnik je definiran z daljico vrtinca z
začetno in končno točko ter z magnitudo vrtinca. Hitrostni potencial točkovnega
potencialnega vrtinca infinitezimalno majhne magnitude dγ zapišemo:
df(r, θ) =
dγ
2pi
θ(s) ln(r(s)) = −dγ
2pi
i ln(z − z0(s)) (2.44)
dΦ(r, θ) =
dγ
2pi
θ(s) (2.45)
dΨ(r, θ) = −dγ
2pi
ln(r(s)) (2.46)
Hitrostni potencial seštevka neskončno mnogo točkovnih potencialnih vrtincev na
daljici zapišemo kot integral:
f(r, θ) =
∫
s
dγ
2pi
θ(s) ln(r(s)) ds = −
∫
s
dγ
2pi
i ln(z − z0(s)) ds (2.47)
Φ(r, θ) =
∫
s
dγ
2pi
θ(s) ds (2.48)
Ψ(r, θ) = −
∫
s
dγ
2pi
ln(r(s)) ds (2.49)
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Zapišemo hitrost konstantnega linijskega vrtinca. Da poenostavimo enačbo, postavimo
daljico, na kateri je izvor/ponor vodoravno in tako dobimo ds = dx:
v⃗(r, θ) =
∫
s
γ
2pi
θ⃗(s)
r(s)
ds (2.50)
vx(x, y) =
∫
s
γ
2pi
y(s)
x(s)2 + y(s)2
ds =
∫ x2
x1
γ
2pi
y − y0
(x− x0)2 + (y − y0)2 dx (2.51)
vy(x, y) =
∫
s
γ
2pi
−x(s)
x(s)2 + y(s)2
ds =
∫ x2
x1
γ
2pi
−x+ x0
(x− x0)2 + (y − y0)2 dx (2.52)
Zapišemo rešitvi določenih integralov napisanih zgoraj:
vx(x, y) =
γ
2pi
arctan (β(x, y)) =
γ
2pi
arctan
(
y2 − y1
x2 − x1
)
(2.53)
vy(x, y) =
γ
2pi
ln
(
r1(x, y)
r2(x, y)
)
=
γ
2pi
ln
(√
(x− x1)2 + (y − y1)2√
(x− x2)2 + (y − y2)2
)
(2.54)
x
y
(x, y)
(a) Hitrost v bližini kostantnega
linijskega vrtinca
x
y
(x, y)
r1 r2
(x1, y1) (x2, y2)
b
(b) Linijski vrtinec izražen s koordinatami
Slika 2.5: Konstanten linijski potencialni vrtinec
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3 Metodologija raziskave
3.1 Koncept panelne metode
Panelna metoda nam omogoča, da izračunamo hitrost fluida na površini aeroprofila
ali v njegovi bližini in njegov koeficient vzgona za izbrani vpadni kot. To dosežemo z
uporabo ustrezne kombinacije gradnikov potencialnega toka. Z uporabo paralelnega
toka ponazorimo tok fluida daleč od aeroprofila. Hitrost paralelnega toka v0 je
definirana z zračno hitrostjo krila oziroma aeroprofila, kot paralelnega toka α pa je
definiran z vpadnim kotom aeroprofila. Ker želimo, da tok fluida sledi ustrezni obliki,
ko fluid obteka aeroprofil, uporabimo konstantne linijske potencialne izvore/ponore
in konstantne linijske potencialne vrtince. To ni edina možna metoda, saj bi lahko
namesto linijskih gradnikov uporabili več točkovnih potencialnih izvorov/ponorov
in točkovnih potencialnih vrtincev ter si s tem lahko poenostavili matematično
formulacijo. Za bolj natančno rešitev bi lahko uporabili linearne (spremenljive) linijske
potencialne izvore/ponore in/ali linearne linijske potencialne vrtince. Ti imajo bolj
zahtevno matematično formulacijo, kar bi nam znatno otežilo izračun in bi posledično
dobili daljši čas računanja. Konstantne linijske gradnike smo uporabili, ker je končna
rešitev v primerjavi s točkastimi gradniki bolj točna, saj je, ker je gradnik linijski,
rešitev toka fluida bolj zvezna vzdolž linije gradnika.
Ker želimo, da zračni tok sledi obliki aeroprofila, definiramo končno mnogo število
točk n, ki ležijo na robu profila, in jih imenujemo robne točke Ti = (x(T )i , y(T )i ); i ∈
{1, 2, 3, ..., n+1}. Niz točk se začne in konča z zadnjim robom in poteka v smeri urinega
kazalca. Daljice med zaporednimi robnimi točkami Ti in Ti+1 imenujemo paneli. Ko so
robne točke definirane, z aritmetično sredino določimo srednje točke dveh zaporednih
robnih točk. Na tak način definiramo srednje točke robnih točk Sj = (x(S)j , y(S)j ); j ∈
{1, 2, 3, ..., n} za vse zaporedne pare robnih točk.
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x
y
T1T2T3T4T5
T6
T7 T8 T9
(a) Določitev robnih točk
x
y
Ti
Ti+1
Ti+2
Si
Si+1
(b) Določitev srednjih točk
Slika 3.1: Določitev in diskretizacija oblike aeroprofila
3.2 Uporaba gradnikov potencialnega toka
Za našo panelno metodo torej uporabimo paralelni tok, konstantne linijske potencialne
izvore/ponore in konstantne linijske potencialne vrtince. Uporaba paralelnega toka je
enostavna in je enaka osnovni enačbi, ki smo jo opisali v definiciji:
v⃗0(x, y) = v0 · cos(α) · i⃗+ v0 · sin(α) · j⃗ (3.1)
v⃗0(x, y) = (v0 · cos(α), v0 · sin(α)) (3.2)
Konstantne linijske izvore/ponore in konstantne linijske vrtince v naši panelni metodi
uporabimo tako, da jih postavimo na panele, ki smo jih pred tem definirali. Daljice
linijskih izvorov/ponorov in linijskih vrtincev tako sovpadajo s paneli. Takim linijskim
izvorom/ponorom in linijskim vrtincem pravimo izvorni/ponorni paneli in vrtinčni
paneli. Uporaba linijskih gradnikov je bolj zahtevna od uporabe njihovih osnovnih
enačb, saj so definirani tako, da je daljica gradnika postavljena horizontalno (vzporedna
x osi), pri panelni metodi pa imamo poljubno postavitev daljic oziroma panelov. Zato
za vsak panel definiramo svoj koordinatni sistem, ki je postavljen tako, da je x os
vzporedna panelu (daljici).
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x
y
v(xp i, yp i)
x p iy p i
β
(xT i, yT i)
(xT i+1, yT i+1)
Slika 3.2: Panelni in globalni koordinatni sistem - pretvorba s trigonometrijo
Nato izračunamo prispevke hitrosti v panelnem koordinatnem sistemu in jih pretvorimo
v globalni koordinatni sistem. Napišemo osnovno obliko enačbe za konstantni linijski
izvor/ponor s točkama T1(xT1, yT1) in T2(xT2, yT2):
vpx(x, y) =
γ
2pi
· ln
(√
(x− xT2)2 + (y − yT2)2√
(x− xT1)2 + (y − yT1)2
)
=
γ
4pi
· ln
(
(x− xT2)2 + (y − yT2)2
(x− xT1)2 + (y − yT1)2
)
(3.3)
vpy(x, y) =
γ
2pi
· arctan
(
yT2 − yT1
xT2 − xT1
)
=
γ
2pi
· arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.4)
a =
√
(xT2 − x)2 + (yT2 − y)2 (3.5)
b =
√
(xT1 − x)2 + (yT1 − y)2 (3.6)
c =
√
(xT2 − xT1)2 + (yT2 − yT1)2 (3.7)
Napišemo osnovno obliko enačbe za konstantni linijski vrtinec:
vpx(x, y) =
γ
2pi
· arctan
(
yT2 − yT1
xT2 − xT1
)
=
γ
2pi
· arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.8)
a =
√
(xT2 − x)2 + (yT2 − y)2 (3.9)
b =
√
(xT1 − x)2 + (yT1 − y)2 (3.10)
c =
√
(xT2 − xT1)2 + (yT2 − yT1)2 (3.11)
vpy(x, y) =
γ
2pi
· ln
(√
(x− xT1)2 + (y − yT1)2√
(x− xT2)2 + (y − yT2)2
)
=
γ
4pi
· ln
(
(x− xT1)2 + (y − yT1)2
(x− xT2)2 + (y − yT2)2
)
(3.12)
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Prispevek hitrosti izvornega/ponornega panela ali vrtinčnega panela pretvorimo v
globalni koordinatni sistem z zasukom koordinatnega sistema za kot β:
vx(x, y) = vpx(x, y) · cos(β)− vpy(x, y) · sin(β) (3.13)
vy(x, y) = vpx(x, y) · sin(β) + vpy(x, y) · cos(β) (3.14)
β = arctan
(
yT2 − yT1
xT2 − xT1
)
(3.15)
Isto pretvorbo lahko dosežemo tudi s pitagorovim izrekom. Tak način pretvorbe je
zaradi manjše računske zahtevnosti za uporabo bolj primeren:
lp =
√
(xT2 − xT1)2 + (yT2 − yT1)2 (3.16)
vx(x, y) = vpx(x, y) · xT2 − xT1
lp
− vpy(x, y) · yT2 − yT1
lp
(3.17)
vy(x, y) = vpx(x, y) · yT2 − yT1
lp
+ vpy(x, y) · xT2 − xT1
lp
(3.18)
x
y
v(xp i, yp i)
x p iy p i
(xT i, yT i)
(xT i+1, yT i+1)
l p i
xp i+1 - xp i
y p
 i+
1 -
 y
p 
i
Slika 3.3: Panelni in globalni koordinatni sistem - pretvorba s pitagorovim izrekom
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3.3 Izhodiščne enačbe
Želimo, da tok fluida sledi ustrezni obliki, ko fluid (zrak) obteka aeroprofil. Ker je
stena aeroprofila trdnina, je zračno neprepustna. Torej lahko rečemo, da je tok fluida
skozi meje aeroprofila enak nič. Če opazujemo posamezne panele (diskretna oblika
aeroprofila), to pomeni, da je tok fluida skozi posamezen panel enak nič. Iz tega sledi,
da je hitrost toka fluida na panelu v normalni smeri na panel enaka nič, torej fluid
na panelu teče v tangencialni smeri na panel. Skalarni produkt vektorja hitrosti na
panelu in normale panela je tako nič, skalarni produkt vektorja hitrosti na panelu in
tangenta panela pa je enak absolutni hitrosti na panelu.
QΓ = 0 (3.19)
vΓ = 0 (3.20)
v⃗ · n⃗ = 0 (3.21)
v⃗ · t⃗ = |v| (3.22)
x
y
Ti
Ti+1
Si
v(xi, yi)
(a) Interpretacija hitrosti na panelu
x
y
Ti
Ti+1
Si
ni
ti
(b) Normala in tangenta posameznega panela
Slika 3.4: Hitrost na panelu
3.4 Kuttov pogoj
Pri opazovanju obtekanja zraka okoli aeroprofila opazimo, da zrak zapušča aeroprofil
na zadnjem robu tako, da je zadnji rob zastojna točka. To ne velja pri velikih vpadnih
kotih aeroprofila, ko se približujemo kritičnemu vpadnemu kotu, zato se omejimo na
obravnavo obtekanja zraka pri majhnih vpadnih kotih aeroprofila. Zrak pristopi do
zadnjega roba z zgornje in s spodnje strani, se združi in teče naprej v smeri stran
od aeroprofila. Tlak na zgornji in na spodnji strani aeroprofila pri zadnjem robu je
enak, s tem sta enaki tudi absolutni vrednosti hitrosti na teh mestih. Iz tega sledi
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aproksimacija enakosti absolutne hitrosti v srednjih točkah zadnjih dveh panelov na
aeroprofilu s spodnje in z zgornje strani. To sta torej prvi in zadnji panel v našem nizu
panelov.
p
(S)
1 − p (S)n = 0 (3.23)
|v⃗ (S)1 | − |v⃗ (S)n | = 0 (3.24)
v⃗1 · t⃗1 = −|v⃗1| (3.25)
v⃗n · t⃗n = |v⃗n| (3.26)
v⃗1 · t⃗1 + v⃗n · t⃗n = 0 (3.27)
Za zrak, ki zapušča aeroprofil v zadnji točki (T1 ali Tn) velja:
v⃗ =
v⃗n + v⃗1
2
(3.28)
x
y v(xi, yi)
T1T2T3T4T5
T6
T7 T8 T9
(a) Zapuščanje aeroprofila na zadnjem robu
x
y
S1
v1
vn
Tn
T1
T2
Tn-1 Sn
(b) Hitrosti na prvem in zadnjem
panelu v nizu
Slika 3.5: Kuttov pogoj
3.5 Sistem linearnih enačb
Da rešimo nalogo, zapišemo sistem linearnih enačb in ga rešimo. Pri številu n točk, pri
čemer je zadnja točka enaka prvi T1 = Tn, imamo sistem n+ 1 linearnih enačb. Prvih
n neznank so magnitude izvorov/ponorov na posameznih panelih γi, i ∈ (1, 2, 3, ..., n),
medtem ko je zadnja n + 1 neznanka magnituda vrtincev na vsakem izmed panelov
γn+1. Magnituda vrtincev na vseh različnih panelih je torej enaka.
Hitrost toka fluida v posamezni točki je seštevek prispevkov hitrosti paralelnega toka
v⃗0, izvorov/ponorov na panelih v⃗I,i, i ∈ {1, 2, 3, ..., n} in vrtincev na panelih v⃗V,j, j ∈
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{1, 2, 3, ..., n} v tej točki. Hitrost zapišemo kot vsoto prispevkov hitrosti vseh gradnikov
potencialnega toka z enačbo:
v⃗t = v⃗0 +
n∑
i=1
v⃗I,i +
n∑
j=1
v⃗V,j (3.29)
vx = v0 x +
n∑
i=1
vI x,i +
n∑
j=1
vV x,j (3.30)
vy = v0 y +
n∑
i=1
vI y,i +
n∑
j=1
vV y,j (3.31)
Prispevek hitrosti paralelnega toka v odvisnosti od koordinat x in y zapišemo:
v0 x = v0 · cos(α) (3.32)
v0 y = v0 · sin(α) (3.33)
Prispevek hitrosti izvora/ponora na posameznem panelu v odvisnosti od koordinat x
in y zapišemo:
vI x,i(x, y) = vpx i(x, y) · xT i+1 − xT i
lp
− vpy i(x, y) · yT i+1 − yT i
lp
(3.34)
vI y,i(x, y) = vpx i(x, y) · yT i+1 − yT i
lp
+ vpy i(x, y) · xT i+1 − xT i
lp
(3.35)
vpx i(x, y) =
γ
4pi
· ln
(
(x− xT i+1)2 + (y − yT i+1)2
(x− xT i)2 + (y − yT i)2
)
(3.36)
vpy i(x, y) =
γ
2pi
· arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.37)
a =
√
(xT i+1 − x)2 + (yT i+1 − y)2 (3.38)
b =
√
(xT i − x)2 + (yT i − y)2 (3.39)
c =
√
(xT i+1 − xT i)2 + (yT i+1 − yT i)2 (3.40)
Prispevek hitrosti vrtinca na posameznem panelu v odvisnosti od koordinat x in y
zapišemo na sledeči način:
vV x,j(x, y) = vpx j(x, y) · xT j+1 − xT j
lp
− vpy j(x, y) · yT j+1 − yT j
lp
(3.41)
vV y,j(x, y) = vpx j(x, y) · yT j+1 − yT j
lp
+ vpy j(x, y) · xT j+1 − xT j
lp
(3.42)
vpx j(x, y) =
γ
2pi
· arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.43)
17
Metodologija raziskave
a =
√
(xT j+1 − x)2 + (yT j+1 − y)2 (3.44)
b =
√
(xT j − x)2 + (yT j − y)2 (3.45)
c =
√
(xT j+1 − xT j)2 + (yT j+1 − yT j)2 (3.46)
vpy j(x, y) =
γ
4pi
· ln
(
(x− xT j)2 + (y − yT j)2
(x− xT j+1)2 + (y − yT j+1)2
)
(3.47)
Zdaj lahko z uporabo omenjenih enačb izrazimo hitrost toka fluida v izbrani točki
v ravnini x − y. Sledi uporaba izhodiščnih enačb neprehodnosti skozi panele. Ker
aeroprofil predstavlja trdno telo, mora veljati, da skozi njegove stene ni prehoda
zračnega toka. V realnosti to pomeni, da za vsako točko, ki leži na meji aeroprofila
(neskončno mnogo točk), velja:
v⃗Γ · n⃗Γ = 0 (3.48)
V tej fazi panelne metode naredimo aproksimacijo izračuna, saj enačbo neprehodnosti
zapišemo za končno mnogo število izbranih točk, ki ležijo na aeroprofilu. Pri tem vemo,
da uporaba večjega števila točk pomeni boljšo aproksimacijo in s tem večjo natančnost.
Točke, za katere zapišemo enačbe neprehodnosti fluida, moramo določiti tako, da je
končna rešitev stabilna in čim bolj točna. Potrebujemo n takih točk, tako da pridobimo
n enačb katere nato zapišemo v sistem linearnih enačb. Za točke, za katere zapišemo
enačbe neprehodnosti fluida, izberemo središčne točke vseh panelov. Središčne točke
Sizapišemo kot aritmetično sredino dveh zaporednih robnih točk Ti in Ti+1:
Si = (xS i, yS i) = (
xTi+1 − xTi
2
,
yTi+1 − yTi
2
) =
Ti+1 − Ti
2
(3.49)
Napišemo n enačb za neprehodnost fluida skozi stene aeroprofila v središčnih točkah
panelov:
⃗vS i · ⃗nS i = 0 i ∈ {1, 2, 3, ...n} (3.50)
(vx,i, vy,i) · (yTi − yTi+1, xTi+1 − xTi) = 0 (3.51)
Zdaj v zgoraj zapisani enačbi poznamo koordinate x in y robnih točk panelov in
središčnih točk panelov, vpadni kot paralelnega toka in hitrost paralelnega toka,
medtem ko iščemo vrednosti magnitud izvornih/ponornih panelov in vrtinčnih panelov.
Ker vemo, da je prispevek hitrosti gradnika potencialnega toka linearno sorazmeren
njegovi magnitudi, lahko enačbo zapišemo z linearno kombinacijo parametra px,i ali
py,i in magnitude izvora/ponora ali vrtinca γi i ∈ 1, 2, 3, ...n.
⃗vS i = p⃗i · γi
2pi
i ∈ {1, 2, 3, ...n} (3.52)
(px,i · γi
2pi
, py,i
γi
2pi
) · (yTi − yTi+1, xTi+1 − xTi) = 0 (3.53)
(px,i, py,i) · (yTi − yTi+1, xTi+1 − xTi) · γ
2pi
= 0 (3.54)
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Definiramo parametre px,i in py,i z uporabo že opisanih enačb s katerimi so definirani
prispevki hitrosti izvorov/ponorov in vrtincev na posameznih panelih. Zapišemo
enačbe za parametre px,i in py,i na izvornem/ponornem panelu:
pI x,i(x, y) = ppx i(x, y) · xT i+1 − xT i
lp
− ppy i(x, y) · yT i+1 − yT i
lp
(3.55)
pI y,i(x, y) = ppx i(x, y) · yT i+1 − yT i
lp
+ ppy i(x, y) · xT i+1 − xT i
lp
(3.56)
ppx i(x, y) =
1
2
· ln
(
(x− xT i+1)2 + (y − yT i+1)2
(x− xT i)2 + (y − yT i)2
)
(3.57)
ppy i(x, y) = arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.58)
a =
√
(xT i+1 − x)2 + (yT i+1 − y)2 (3.59)
b =
√
(xT i − x)2 + (yT i − y)2 (3.60)
c =
√
(xT i+1 − xT i)2 + (yT i+1 − yT i)2 (3.61)
Zapišemo enačbe za parametre px,i in py,i na vrtinčnem panelu:
pV x,j(x, y) = ppx j(x, y) · xT j+1 − xT j
lp
− ppy j(x, y) · yT j+1 − yT j
lp
(3.62)
pV y,j(x, y) = ppx j(x, y) · yT j+1 − yT j
lp
+ ppy j(x, y) · xT j+1 − xT j
lp
(3.63)
ppx j(x, y) = arccos
(
a2 + b2 + c2
2 · a · b
)
(3.64)
a =
√
(xT j+1 − x)2 + (yT j+1 − y)2 (3.65)
b =
√
(xT j − x)2 + (yT j − y)2 (3.66)
c =
√
(xT j+1 − xT j)2 + (yT j+1 − yT j)2 (3.67)
ppy j(x, y) =
1
2
· ln
(
(x− xT j)2 + (y − yT j)2
(x− xT j+1)2 + (y − yT j+1)2
)
(3.68)
Enačbe neprehodnosti fluida skozi stene aeroprofila zapišemo v taki obliki, da jih bomo
lahko dodali v sistem linearnih enačb:
(vx i, vy i) · (tx i, ty i) = 0 i ∈ {1, 2, 3, ...n} (3.69)
(vx i, vy i) · (xT i+1 − xT i, yT i+1 − yT i) (3.70)
vx i · (xT i+1 − xT i) + vy i · (yT i+1 − yT i) (3.71)
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Hitrost fluida v izbrani točki zapišemo kot vsoto prispevkov hitrosti paralelnega toka,
izvornih/ponornih panelov in vrtinčnih panelov.(
n∑
j=1
vIi x,j +
n∑
j=1
vV i x,j + v0 · cos(α)
)
· (xT i+1 − xT i)+(
n∑
j=1
vIi y,j +
n∑
j=1
vV i y,j + v0 · sin(α)
)
· (yT i+1 − yT i) = 0
(3.72)
Znane vrednosti v enačbi zapišemo na desno stran enačbe, tako da lahko kasneje
oblikujemo tako imenovan vektor konstant {b} na desni strani matrične enačbe
[M ] · {v} = {b}.(
n∑
j=1
vIi x,j +
n∑
j=1
vV i x,j
)
· (xT i+1 − xT i)+(
n∑
j=1
vIi y,j +
n∑
j=1
vV i y,j
)
· (yT i+1 − yT i) =
v0 · cos(α) · (xT i − xT i+1) + v0 · sin(α) · (yT i − yT i+1)
(3.73)
Posamezne prispevke hitrosti izvornih/ponornih panelov in vrtinčnih panelov zapišemo
v obliki produkta parametra pi j, ki smo ga pred tem definirali, in magnitude γi.(
n∑
j=1
pIi x,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV i x,j · γn+1
2pi
)
· (xT i+1 − xT i)+(
n∑
j=1
pIi y,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV i y,j · γn+1
2pi
)
· (yT i+1 − yT i) =
v0 · cos(α) · (xT i − xT i+1) + v0 · sin(α) · (yT i − yT i+1)
(3.74)
(
n∑
j=1
pIi, x,j · (xT i+1 − xT i) +
n∑
j=1
pIi, y,j · (yT i+1 − yT i)
)
· γi
2pi
+(
n∑
j=1
pV i, x,j · (xT i+1 − xT i) +
n∑
j=1
pV i, y,j · (yT i+1 − yT i)
)
· γn+1
2pi
=
v0 · cos(α) · (xT i − xT i+1) + v0 · sin(α) · (yT i − yT i+1)
(3.75)
n∑
j=1
(
pIi, x,j · (xT i+1 − xT i) + pIi, y,j · (yT i+1 − yT i)
)
· γi
2pi
+
n∑
j=1
(
pV i, x,j · (xT i+1 − xT i) + pV i, y,j · (yT i+1 − yT i)
)
· γn+1
2pi
=
v0 · cos(α) · (xT i − xT i+1) + v0 · sin(α) · (yT i − yT i+1)
(3.76)
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Za matrični zapis poenostavimo zapis matričnih in vektorskih elementov:
Mi, j = pIi, x,j · (xT i+1 − xT i) + pIi, y,j · (yT i+1 − yT i) ∀ i, j ∈ {1, 2, 3, ...n} (3.77)
Mi, n+1 =
n∑
j=1
(
pV i, x,j · (xT i+1 − xT i) + pV i, y,j · (yT i+1 − yT i)
)
∀ i ∈ {1, 2, 3, ...n}
(3.78)
Cj =
γj
2pi
∀ j ∈ {1, 2, 3, ...n, n+ 1} (3.79)
Bi = v0 · cos(α) · (xT i − xT i+1) + v0 · sin(α) · (yT i − yT i+1) ∀ i ∈ {1, 2, 3, ...n}
(3.80)
n∑
j=1
Mi, j · Cj +Mn+1, j · Cn+1 = Bi (3.81)
Mi, 1 · C1 +Mi, 2 · C2 +Mi, 3 · C3 + ...+Mi, n · Cn +Mi, n+1 · Cn+1 = Bi (3.82)
Enačbo Kuttovega pogoja zapišemo v taki obliki, da jo lahko zapišemo v sistem
linearnih enačb. Izhajamo iz enačb v poglavju Kuttov pogoj:
(vx 1, vy 1) · (xT 2 − xT 1, yT 2 − yT 1)
lp 1
+
+(vx n, vy n) · (xT n+1 − xT n, yT n+1 − yT n)
lp n
= 0
(3.83)
vx 1·xT 2 − xT 1
lp 1
+ vy 1 · yT 2 − yT 1
lp 1
+
+ vx n · xT n+1 − xT n
lp n
+ vy n · yT n+1 − yT n
lp n
= 0
(3.84)
lp 1 =
√
(xT 2 − xT 1)2 + (yT 2 − yT 1)2 (3.85)
lp n =
√
(xT n+1 − xT n)2 + (yT n+1 − yT n)2 (3.86)
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(
n∑
j=1
vI1 x,j +
n∑
j=1
vV 1 x,j + v0 · cos(α)
)
· xT 2 − xT 1
lp 1
+(
n∑
j=1
vI1 y,j +
n∑
j=1
vV 1 y,j + v0 · sin(α)
)
· yT 2 − yT 1
lp 1
+(
n∑
j=1
vIn x,j +
n∑
j=1
vV n x,j + v0 · sin(α)
)
· yT n+1 − yT n
lp n
+(
n∑
j=1
vIn y,j +
n∑
j=1
vV n y,j + v0 · sin(α)
)
· yT n+1 − yT n
lp n
= 0
(3.87)
(
n∑
j=1
pI1 x,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV 1 x,j · γn+1
2pi
)
· xT 2 − xT 1
lp 1
+(
n∑
j=1
pI1 y,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV 1 y,j · γn+1
2pi
)
· yT 2 − yT 1
lp 1
+(
n∑
j=1
pIn x,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV n x,j · γn+1
2pi
)
· yT n+1 − yT n
lp n
+(
n∑
j=1
pIn y,j · γj
2pi
+
n∑
j=1
pV n y,j · γn+1
2pi
)
· yT n+1 − yT n
lp n
=
v0 · cos(α) · xT 1 − xT 2
lp 1
+ v0 · sin(α) · yT 1 − yT 2
lp 1
+
v0 · cos(α) · xT n − xT n+1
lp n
+ v0 · sin(α) · yT n − yT n+1
lp n
(3.88)
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(
n∑
j=1
pI1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+
n∑
j=1
pI1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
n∑
j=1
pIn x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+
n∑
j=1
pIn y,j · yT n+1 − yT n
lp n
)
· γj
2pi
+(
n∑
j=1
pV 1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+
n∑
j=1
pV 1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
n∑
j=1
pV n x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+
n∑
j=1
pV n y,j · yT n+1 − yT n
lp n
)
· γn+1
2pi
=
v0 · cos(α) · xT 1 − xT 2
lp 1
+ v0 · sin(α) · yT 1 − yT 2
lp 1
+
v0 · cos(α) · xT n − xT n+1
lp n
+ v0 · sin(α) · yT n − yT n+1
lp n
(3.89)
n∑
j=1
(
pI1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+ pI1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
pIn x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+ pIn y,j · yT n+1 − yT n
lp n
)
· γj
2pi
+
n∑
j=1
(
pV 1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+ pV 1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
pV n x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+ pV n y,j · yT n+1 − yT n
lp n
)
· γn+1
2pi
=
v0 · cos(α) · xT 1 − xT 2
lp 1
+ v0 · sin(α) · yT 1 − yT 2
lp 1
+
v0 · cos(α) · xT n − xT n+1
lp n
+ v0 · sin(α) · yT n − yT n+1
lp n
(3.90)
Za matrični zapis poenostavimo zapis matričnih in vektorskih elementov:
Mn+1, j =pI1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+ pI1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
pIn x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+ pIn y,j · yT n+1 − yT n
lp n
∀ j ∈ 1, 2, 3, ...n
(3.91)
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Mn+1, n+1 =
n∑
j=1
(
pV 1 x,j · xT 2 − xT 1
lp 1
+ pV 1 y,j · yT 2 − yT 1
lp 1
+
pV n x,j · xT n+1 − xT n
lp n
+ pV n y,j · yT n+1 − yT n
lp n
) (3.92)
Cj =
γj
2pi
∀ j ∈ {1, 2, 3, ...n, n+ 1} (3.93)
Bn+1 =v0 · cos(α) · xT 1 − xT 2
lp 1
+ v0 · sin(α) · yT 1 − yT 2
lp 1
+
v0 · cos(α) · xT n − xT n+1
lp n
+ v0 · sin(α) · yT n − yT n+1
lp n
(3.94)
n∑
j=1
Mn+1, j · Cj +Mn+1, n+1 · Cn+1 = Bn+1 (3.95)
Mn+1, 1 · C1 +Mn+1, 2 · C2 +Mn+1, 3 · C3 + ...+Mn, n+1 · Cn+
Mn+1, n+1 · Cn+1 = Bn+1
(3.96)
Zdaj ko imamo zapisane vse enačbe, ki jih potrebujemo, jih zapišemo v obliki matrične
enačbe [M ] · {C} = {B}:
M1, 1 M1, 2 M1, 3 . . . M1, n+1
M2, 1 M2, 2 M2, 3 . . . M2, n+1
M3, 1 M3, 2 M3, 3 . . . M3, n+1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
Mn+1, 1 Mn+1, 2 Mn+1, 3 . . . Mn+1, n+1

·

C1
C2
C3
.
.
.
Cn+1

=

B1
B2
B3
.
.
.
Bn+1

(3.97)
{C} = [M ]−1 {B} (3.98)
3.6 Končna rešitev
Ko rešimo sistem linearnih enačb, dobimo vektor {C1, C2, C3, ..., Cn, Cn+1}, s katerim
izrazimo magnitude panelnih izvorov/ponorov γi, i ∈ {1, 2, 3, ...n} in magnitudo
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panelnih vrtincev γn+1. Zdaj imamo vse parametre, ki določajo potencialni tok fluida v
okolici aeroprofila. Z uporabo vseh parametrov lahko določimo stanje hitrosti in tlaka
v vsaki točki na ravnini x− y. Zanima nas hitrost na površini, vzdolž aeroprofila, saj
lahko tako določimo vzgon aeroprofila. Hitrost računamo v končno mnogo točkah. Za
ta namen smo izbrali središčne točke vseh panelov Sj = (x(S)j , y(S)j ), j ∈ {1, 2, 3, ...n}:
vx, i = v0 · cos(α) +
n∑
j=1
vIi x,j +
n∑
j=1
vV i x,j (3.99)
vy, i = v0 · sin(α) +
n∑
j=1
vIi y,j +
n∑
j=1
vV i y,j (3.100)
vx, i = v0 · cos(α) +
n∑
j=1
pIi x,j · Ci +
n∑
j=1
pV i x,j · Cn+1 (3.101)
vy, i = v0 · sin(α) +
n∑
j=1
pIi y,j · Ci +
n∑
j=1
pV i y,j · Cn+1 (3.102)
Ko izračunamo hitrosti v središčnih točkah (vx, j, yy, j) ∀ i ∈ {1, 2, 3, ...n} lahko
izračunamo tudi tlak v teh točkah. Pri tem uporabimo Bernoullijevo enačbo:
pi = p∞ − ρz
2
· v2i (3.103)
pi = p∞ − ρz
2
· (v2x, i + v2y, i) (3.104)
Sila vzgona Fvzg je enaka integralu razlike tlaka na površini aeroprofila po celotni
zaključeni meji aeroprofila sΓ:
Fvzg = bk ·
∮
Γ
(pΓ − p∞) · nyΓ · dΓ (3.105)
Fvzg = bk ·
∮
Γ
ρz
2
· (v2xΓ + v2yΓ) · nyΓ · dsΓ (3.106)
Pri naši panelni metodi izračunamo silo vzgona tako, da seštejemo posamezne prispevke
sile na posameznih panelih:
Fvzg = bk · ρz
2
·
n∑
i=1
(v2x i + v
2
y i) · ny,i · lp,i (3.107)
Fvzg = bk · ρz
2
·
n∑
i=1
(v2x i + v
2
y i) · (xT i+1 − xT i) (3.108)
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Napišemo izraz za koeficient vzgona, ki ga dobimo s preoblikovanjem enačbe za
silo vzgona. Koeficient vzgona predstavlja ključno lastnost aeroprofila pri izbranem
vpadnem kotu:
cvzg =
2 · Fvzg
ρz · bk · lk · v20
=
n∑
i=1
(v2x i + v
2
y i) · (xT i+1 − xT i) ·
1
lk · v20
(3.109)
Na podoben način pridemo do izraza za koeficient upora. Ker pri naši metodi
obravnavamo neviskozen fluid, pričakujemo vrednost blizu nič. Koeficient upora
računamo z namenom preverjanja pravilnosti metode:
cup =
2 · Fup
ρz · bk · dk · v20
=
n∑
i=1
(v2x i + v
2
y i) · (yT i+1 − yT i) ·
1
dk · v20
(3.110)
Prišli smo do celotnega postopka izračuna koeficienta vzgona določenega aeroprofila pri
izbranem vpadnem kotu α. Z uporabo panelne metode izračunamo koeficient vzgona
pri različnih vpadnih kotih in odvisnost koeficienta vzgona od vpadnega kota prikažemo
v grafu imenovanem polara aeroprofila.
α[°]
k [/]
Slika 3.6: Polara aeroprofila pri majhnem vpadnem kotu
Pri uporabi panelne metode za analizo koeficienta vzgona pričakujemo pri majhnih
vpadnih kotih funkcijo koeficienta vzgona v odvisnosti od vpadnega kota blizu linearne
funkcije. Pri velikih vpadnih kotih je funkcija bolj podobna sinusni krivulji, pri čemer
so izračunane vrednosti koeficienta bistveno večje od realnih vrednosti. Iz izračunane
polare aeroprofila lahko kasneje določimo, do katerega kota lahko z opisano panelno
metodo izračunamo zanesljive vrednosti.
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Panelno metodo implementiramo v programskem jeziku v razvojnem okolju Wolfram
Mathematica, ki omogoča zahtevne matematične operacije, kot so trigonometrične
funkcije ali reševanje sistema linearnih enačb. Programska koda je prikazana v Prilogi
na strani 39.
4.1 Delitev roba aeroprofila na panele
Rob aeroprofila Γ je določen z n točkami. Zanima nas, kako se spreminja točnost
panelne metode z večanjem števila točk n. Za ta namen analiziramo isti aeroprofil
pri različnih delitvah, torej ga opredelimo z različnim številom točk n. Točk, ki delijo
aeroprofil na panele, ne razporedimo enakomerno ampak jih razporedimo bolj gosto
na vodilnem in na zadnjem robu aeroprofila, kjer je aeroprofil bolj ukrivljen, in manj
gosto na osrednjem delu, kjer je aeroprofil manj ukrivljen. Za primerjavo vzamemo
profil določen z 30, 60, 100 in 200 paneli.
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Slika 4.1: Aeroprofil NACA 2415 določen s 30 točkami
Slika 4.2: Aeroprofil NACA 2415 določen s 60 točkami
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Slika 4.3: Aeroprofil NACA 2415 določen s 100 točkami
Slika 4.4: Aeroprofil NACA 2415 določen s 200 točkami
Za navedene delitve izračunamo polare aeroprofila in jih med seboj primerjamo. Za
določitev polare aeroprofila izračunamo koeficient vzgona pri različnih vpadnih kotih
aeroprofila. V našem primeru uporabimo vpadne kote α, ki ustrezajo enačbi αi = 2◦ ·
n−14◦ ∀ i ∈ [1, 12]. Ti vpadni koti so: αi ∈ {−12, −10, −8, −6, −4, −2, 0, 2, 4, 6,
8, 10, 12, 14}◦.
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Slika 4.5: Polara Aeroprofila NACA 2415
Iz grafičnega prikaza polare profila NACA 2415 vidimo, da je polara profila približek
linearne funkcije v območju majhnega vpadnega kota. Koeficient vzgona pri kotih, ki
so med računanimi vpadnimi koti, določimo z linearno interpolacijo koeficienta vzgona
dveh sosednjih kotov.
Poleg koeficienta vzgona nas zanima tudi odvod koeficienta vzgona po vpadnem kotu.
Za teoretično rešitev polare profila velja:
∂Cvzg
∂α
=
2pi
rad
=
2pi2
180◦
Če primerjamo spremembo koeficienta vzgona s kotom, opazimo da je pri naši
panelni metodi naklon polare aeroprfila (funkcije koeficienta vzgona od vpadnega kota
aeroprofila) večji kot je teoretično določen naklon polare.
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Koeficient vzgona cvzg [/]
Slika 4.6: Polara Aeroprofila NACA 2415 s teoretičnim odvodom koeficienta od
vpadnega kota
Zapišemo številske vrednosti polare aeroprofila v tabeli in jih med seboj primerjamo:
Vpadni kot α[°] n = 30 n = 60 n = 100 n = 200
-12 -1,11576 -1,17342 -1,17669 -1,16608
-10 -0,90151 -0,94498 -0,94654 -0,93731
-8 -0,68217 -0,71126 -0,71110 -0,70333
-6 -0,45882 -0,47339 -0,47154 -0,46526
-4 -0,23253 -0,23255 -0,22901 -0,22428
-2 -0,00441 0,01010 0,01530 0,01845
0 0,22442 0,25338 0,26020 0,26174
2 0,45285 0,49610 0,50450 0,50441
4 0,67978 0,73708 0,74700 0,74528
6 0,90409 0,97514 0,98654 0,98316
8 1,12468 1,20913 1,22193 1,21691
10 1,34050 1,43791 1,45204 1.44538
12 1,55048 1,66035 1,67573 1,66746
14 1,75360 1,87538 1,89193 1,88208
Preglednica 4.1: Izračunane vrednosti polare aeroprofila
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Opazimo, da se s povečevanjem števila panelov n, rezultati panelne metode pri dveh
zaporednih delitvah n zmanjšujejo, koeficient vzgona pri izbranem vpadnem kotu torej
konvergira s povečevanjem delitve n. Iz tega sklepamo, da je metoda stabilna in
zanesljiva.
Panelna metoda nam omogoča, da določimo hitrost in posledično tlak v končnem
številu določenih točk na površini aeroprofila. Z uporabo panelne metode lahko
določimo poleg polare aeroprofila tudi koeficient tlaka vzdolž aeroprofila Cp(x). S
tem parametrom lahko vidimo kako je krilo obremenjeno in kako se središče potiska
(vzgona) s spremembo vpadnega kota premika po aeroprofilu.
Na spodjih grafih prikažemo graf koeficienta tlaka vzdolž aeroprofila Cp(x) na zgornji
in spodnji površini aeroprofila pri vpadnih kotih 0◦, 4◦, 8◦ in 12◦. Opazimo, da je na
zgornji površini aeroprofila na prednjem robu pri večjih kotih visok porast hitrosti in
s tem nizek tlak, zato je tam krilo najbolj obremenjeno. Poleg tega opazimo, da se s
večanjem vpadnega kota aeroprofila središče potiska sile vzgona na aeroprofilu premika
proti prednjem robu.
V zastojni točki aeroprofila, na prednjem robu aeroprofila, je Cp = 1. V tej točki
je torej nadtlak enak dinamičnemu tlaku paralelnega toka, torej je hitrost zraka v tej
točki enaka nič. Na grafih Cp(x) lahko torej točko, kjer je Cp = 1 določimo kot zastojno
točko.
Slika 4.7: Graf koeficienta tlaka vzdolž aeroprifila Cp(x) za vpadni kot α = 0◦
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Slika 4.8: Graf koeficienta tlaka vzdolž aeroprifila Cp(x) za vpadni kot α = 4◦
Slika 4.9: Graf koeficienta tlaka vzdolž aeroprifila Cp(x) za vpadni kot α = 8◦
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Slika 4.10: Graf koeficienta tlaka vzdolž aeroprifila Cp(x) za vpadni kot α = 12◦
4.2 Primerjava panelne metode z ostalimi
metodami
Da ocenimo točnost in ponovljivost opisane panelne metode, primerjamo rezultate
koeficienta vzgona panelne metode z rezultati CFD analize in z eksperimentalnimi
vrednostmi. Eksperimentalne vrednosti in rezultate CFD analize koeficienta vzgona
pri izbranih kotih dobimo iz raziskovalnega dela avtojev Sarfaraj Nawaz Shaha in M.
Sadiq A. Pachapuri, NACA 2415 - Finding Lift Coefficient Using CFD, Theoretical
and Javafoil [9].
Iz primerjave ugotovimo, da je odstopanje panelne metode v primerjavi s CFD analizo
in eksperimentalnimi vrednostmi manjše pri vpadnih kotih okoli α = 0° in večje pri
večjih vpadnih kotih. Iz polare na sliki 4.11 vidimo, da je odstopanje pri kotih, višjih
od α = 5°, preveliko, da bi se na rešitve panelne metode pri teh kotih lahko zanesli.
Panelno metodo lahko tako uporabljamo le v omejenem intervalu α ∈ [ − 5◦, 5◦]. Iz
polare na sliki 4.11 vidimo, da je najmanjše absolutno odstopanje v okolici vpadnega
kota α = −2◦, kjer je koeficient vzgona blizu nič.
Opazimo, da pri naši panelni metodi koeficient vzgona s kotom narašča hitreje kot pri
eksperimentalnih vrednostih. Odvod ∂Cvzg
∂α
pridobljen s panelno metodo je 10 % večji
od teoretičnega. Tu lahko torej zaznamo vzrok odstopanj od meritev.
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Slika 4.11: Polara Aeroprofila NACA 2415 pridobljena z različnimi metodami
Vpadni kot α[°] eksperimentalne
vrednosti
vrednosti
CFD analize
vrednosti panelne metode
z delitvijo n = 200
-10 -0,8692 -0,5708 -0,9373
-8 -0,6480 -0,5223 -0,7033
-6 -0,4229 -0,3821 -0,4653
-4 -0,2212 -0,1977 -0,2243
-2 -0,0183 -0,0055 0,0185
0 0,2054 0,2182 0,2617
2 0,4159 0,4278 0,5044
4 0,6045 0,6248 0,7453
6 0,8137 0,8041 0,9832
8 0,9925 0,9420 1,2169
10 1,1587 1,0113 1,4454
12 1,3059 0,9847 1,6675
Preglednica 4.2: Primerjava vrednosti polare aeroprofila
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5 Zaključki
V zaključnem delu smo dosegli naslednje cilje:
1. Opisali in izpeljali smo panelno metodo in jo implementirali s programskima
jezikoma Wolfram Mathematica in Python.
2. S panelno metodo smo izračunali polaro profila NACA 2415 in rezultate metode
primerjali z rezultati CFD analize in z eksperimentalnimi vrednostmi.
3. Ugotovili smo, koliko rezultati panelne metode odstopajo od realnega koeficienta
vzgona. Odstopanje dobimo, ker smo predpostavili nestisljiv, neviskozen in
nevrtinčen fluid. Predvidevamo, da je pri hitrostih do 100 m/s največji del
odstopanja metode zaradi viskoznosti fluida. V tem hitrostnem območju je
namreč sprememba tlaka majhna in s tem velja predpostavka o nestisljivosti
fluida. Odstopanje zaradi stisljivosti je torej v tem hitrostnem območju majhno.
Zaključno nalogo lahko komentiramo kot uspešno zaključeno, saj nam je uspelo razviti
stabilno numerično metodo za izračun koeficienta vzgona poljubnega aeroprofila pri
izbranem kotu. Z metodo lahko s predvidenim odstopanjem določimo vzgon aeroprofila
v intervalu α ∈ [− 5°, 5°].
Predlogi za nadaljnje delo
Panelno metodo bi lahko nadgradili tako, da bi povečali točnost rezultatov. Upoštevali
bi viskoznost fluida tako, da bi določili laminarno mejno plast okoli aeroprofila in da bi
upoštevali spremembo hitrosti zaradi viskoznosti. Na tak način bi lahko določili tudi
koeficient upora aeroprofila.
Za večjo točnost pri višjih hitrostih bi želeli nadgraditi metodo tako, da upošteva
stisljivost fluida. Numerično metodo za določanje vzgona, ki obravnava stisljiv fluid
lahko uporabimo pri višjih hitrostih in tudi pri hitrostih, ki so blizu zvočne.
Vse omenjene nadgradnje zahtevajo razvoj, za katerega bi potrebovali več časa kot ga
je na voljo za končanje zaključne naloge. Prav tako bi potrebovali več znanja in globlje
razumevanje mehanike fluidov.
Opisano panelno metodo bi bilo smiselno preizkusiti na več različnih NACA profilih in
ugotoviti, kako se odstopanje spreminja z geometrijo aeroprofila. Panelno metodo bi
lahko uporabili tudi na laminarnih aeroprofilih in ugotovili, kakšno je v takem primeru
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odstopanje metode od meritev in ugotovili smiselnost uporabe opisane panelne metode
za analizo pretoka zraka okoli laminarnih ali drugačnih bolj kompleksnih aeroprofilov.
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T1 = {}; (*NACA 2415*)
(*T = Join[T, {{1.006,0.00}}]; (* Dodatne točke *)
(*T = Join[T, {{1.001,0.001}}]; (* Dodatne točke *)*)*)
T1 = Join[T1, {{1, 0.00157}}];
T1 = Join[T1, {{0.99740, 0.00223}}];
T1 = Join[T1, {{0.98930, 0.00419}}];
T1 = Join[T1, {{0.97590, 0.00739}}];
T1 = Join[T1, {{0.95733, 0.01172}}];
T1 = Join[T1, {{0.93377, 0.01705}}];
T1 = Join[T1, {{0.90548, 0.02323}}];
T1 = Join[T1, {{0.87275, 0.03006}}];
T1 = Join[T1, {{0.83591, 0.03738}}];
T1 = Join[T1, {{0.79536, 0.04498}}];
T1 = Join[T1, {{0.75154, 0.05267}}];
T1 = Join[T1, {{0.70490, 0.06025}}];
T1 = Join[T1, {{0.65595, 0.06753}}];
T1 = Join[T1, {{0.60524, 0.07431}}];
T1 = Join[T1, {{0.55331, 0.08040}}];
T1 = Join[T1, {{0.50074, 0.08562}}];
T1 = Join[T1, {{0.44811, 0.08978}}];
T1 = Join[T1, {{0.39597, 0.09272}}];
T1 = Join[T1, {{0.34448, 0.09409}}];
T1 = Join[T1, {{0.29469, 0.09366}}];
T1 = Join[T1, {{0.24722, 0.09140}}];
T1 = Join[T1, {{0.20261, 0.08736}}];
T1 = Join[T1, {{0.16142, 0.08163}}];
T1 = Join[T1, {{0.12411, 0.07438}}];
T1 = Join[T1, {{0.09112, 0.06580}}];
T1 = Join[T1, {{0.06282, 0.05615}}];
T1 = Join[T1, {{0.03952, 0.04566}}];
T1 = Join[T1, {{0.02145, 0.03460}}];
T1 = Join[T1, {{0.00878, 0.02319}}];
T1 = Join[T1, {{0.00161, 0.01161}}];
T1 = Join[T1, {{0.00000, 0.00000}}];
T1 = Join[T1, {{0.00387, -0.01106}}];
T1 = Join[T1, {{0.01308, -0.02103}}];
T1 = Join[T1, {{0.02750, -0.02985}}];
T1 = Join[T1, {{0.04694, -0.03748}}];
T1 = Join[T1, {{0.07115, -0.04387}}];
T1 = Join[T1, {{0.09986, -0.04899}}];
T1 = Join[T1, {{0.13275, -0.05282}}];
T1 = Join[T1, {{0.16945, -0.05539}}];
T1 = Join[T1, {{0.20960, -0.05676}}];
T1 = Join[T1, {{0.25278, -0.05703}}];
T1 = Join[T1, {{0.29857, -0.05633}}];
T1 = Join[T1, {{0.34651, -0.05483}}];
T1 = Join[T1, {{0.39612, -0.05272}}];
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T1 = Join[T1, {{0.44737, -0.05003}}];
T1 = Join[T1, {{0.49926, -0.04673}}];
T1 = Join[T1, {{0.55122, -0.04298}}];
T1 = Join[T1, {{0.60267, -0.03893}}];
T1 = Join[T1, {{0.65306, -0.03472}}];
T1 = Join[T1, {{0.70184, -0.03048}}];
T1 = Join[T1, {{0.74846, -0.02628}}];
T1 = Join[T1, {{0.79242, -0.02222}}];
T1 = Join[T1, {{0.83322, -0.01836}}];
T1 = Join[T1, {{0.87040, -0.01477}}];
T1 = Join[T1, {{0.90354, -0.01151}}];
T1 = Join[T1, {{0.93225, -0.00862}}];
T1 = Join[T1, {{0.95622, -0.00616}}];
T1 = Join[T1, {{0.97516, -0.00419}}];
T1 = Join[T1, {{0.98885, -0.00275}}];
T1 = Join[T1, {{0.99712, -0.00187}}];
T1 = Join[T1, {{1.00000, -0.00157}}];
In[875]:= (**************************************************************************
*******)
Clear[yt, r, yc, x, θ, xu, xl, yu, yl, x1, x2];
(********* NACA 2415 ************)
{M1, P1, X1} = {2, 4, 15};
M = M1 / 100;
P = P1 / 10;
stevilopanelov = 200; (**************************)
n = stevilopanelov / 2 + 2;
t = X1 / 100;
c = 1;
sc = 2.0;
yc[x_] = If[x < P * c,
M / P^2 * (2 * P * x / c - (x / c)^2),
M / (1 - P)^2 * (1 - 2 * P + 2 * P * x / c - (x / c)^2)];
θ[x_] = ArcTan[yc'[x]];
a0 = 0.2969;
a1 = -0.126;
a2 = -0.3516;
a3 = 0.2843;
a4 = -0.1015; (* -0.1036 Zaprt končni rob, -0.1015 Odprt končni rob *)
yt[x_] = t / 0.2 * (a0 * x^.5 + a1 * x + a2 * x^2 + a3 * x^3 + a4 * x^4);
xu[x_] = x - yt[x] * Sin[θ[x]];
xl[x_] = x + yt[x] * Sin[θ[x]];
yu[x_] = yc[x] + yt[x] * Cos[θ[x]];
yl[x_] = yc[x] - yt[x] * Cos[θ[x]];
x1 = Table[(1 - Cos[beta]) / 2., {beta, 0, π, π / (n - 1)}];
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x2 = Table[x / (n - 1), {x, 0, n - 1}];
Tzg = Table[{xu[x1[[i]]], yu[x1[[i]]]}, {i, 1, n}];
Tsp = Table[{xl[x1[[i]]], yl[x1[[i]]]}, {i, 1, n}];
(*p1 = Plot[{(1-Cos[beta])/2, yc[x]}, {x, 0, 1}];*)
p1 = ListLinePlot[Tzg,
PlotRange  {{-.1, 1.1}, {-.6 / sc, .6 / sc}}, AspectRatio  1 / sc,
ImageSize  600, Mesh  All, PlotStyle  PointSize[0.005],
AxesLabel  {"xT [/]", "yT [/]"}, LabelStyle  "CodeText" ];
p2 = ListLinePlot[Tsp, PlotRange  {{-.1, 1.1}, {-.6, .6}}, AspectRatio  1 / sc,
ImageSize  600, Mesh  All, PlotStyle  PointSize[0.005] ];
p3 = ParametricPlot[{xu[x], yu[x]}, {x, 0, 1.5}];
Show[p1, p2]
(*p4 = ListPlot[T1, PlotRange{{-.1, 1.1},{-T, T}},
AspectRatio1/2.5, PlotStyleRed];*)
(*Show[p1, p2, p4]*)
Tsp1 = {}; (** Obrnemo vrstni red točk: **)
For[i = 2, i ≤ Length[Tsp], i++,
Tsp1 = Join[{Tsp[[i]]}, Tsp1];
];
Tsp = Tsp1;
T = Join[Tsp, Tzg];
T // MatrixForm;
T1 // MatrixForm;
T2 = T;
Out[903]=
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
xT [/]
-0.3
-0.2
-0.1
0.1
0.2
0.3
yT [/]
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In[922]:= (*****************************************************************************
*********************)
Clear[T, Tt, n, S, b, M, v0, α, Ci, V];
v0 = 1;
α = 0 °;
T = {}; (*NACA 2415*)
(*T = Join[T, {{1.006,0.00}}]; (* Dodatne točke *)
(*T = Join[T, {{1.001,0.001}}]; (* Dodatne točke *)*)*)
T = Join[T, {{1, 0.00157}}];
T = Join[T, {{0.99740, 0.00223}}];
T = Join[T, {{0.98930, 0.00419}}];
T = Join[T, {{0.97590, 0.00739}}];
T = Join[T, {{0.95733, 0.01172}}];
T = Join[T, {{0.93377, 0.01705}}];
T = Join[T, {{0.90548, 0.02323}}];
T = Join[T, {{0.87275, 0.03006}}];
T = Join[T, {{0.83591, 0.03738}}];
T = Join[T, {{0.79536, 0.04498}}];
T = Join[T, {{0.75154, 0.05267}}];
T = Join[T, {{0.70490, 0.06025}}];
T = Join[T, {{0.65595, 0.06753}}];
T = Join[T, {{0.60524, 0.07431}}];
T = Join[T, {{0.55331, 0.08040}}];
T = Join[T, {{0.50074, 0.08562}}];
T = Join[T, {{0.44811, 0.08978}}];
T = Join[T, {{0.39597, 0.09272}}];
T = Join[T, {{0.34448, 0.09409}}];
T = Join[T, {{0.29469, 0.09366}}];
T = Join[T, {{0.24722, 0.09140}}];
T = Join[T, {{0.20261, 0.08736}}];
T = Join[T, {{0.16142, 0.08163}}];
T = Join[T, {{0.12411, 0.07438}}];
T = Join[T, {{0.09112, 0.06580}}];
T = Join[T, {{0.06282, 0.05615}}];
T = Join[T, {{0.03952, 0.04566}}];
T = Join[T, {{0.02145, 0.03460}}];
T = Join[T, {{0.00878, 0.02319}}];
T = Join[T, {{0.00161, 0.01161}}];
T = Join[T, {{0.00000, 0.00000}}];
T = Join[T, {{0.00387, -0.01106}}];
T = Join[T, {{0.01308, -0.02103}}];
T = Join[T, {{0.02750, -0.02985}}];
T = Join[T, {{0.04694, -0.03748}}];
T = Join[T, {{0.07115, -0.04387}}];
T = Join[T, {{0.09986, -0.04899}}];
T = Join[T, {{0.13275, -0.05282}}];
T = Join[T, {{0.16945, -0.05539}}];
T = Join[T, {{0.20960, -0.05676}}];
T = Join[T, {{0.25278, -0.05703}}];
T = Join[T, {{0.29857, -0.05633}}];
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T = Join[T, {{0.34651, -0.05483}}];
T = Join[T, {{0.39612, -0.05272}}];
T = Join[T, {{0.44737, -0.05003}}];
T = Join[T, {{0.49926, -0.04673}}];
T = Join[T, {{0.55122, -0.04298}}];
T = Join[T, {{0.60267, -0.03893}}];
T = Join[T, {{0.65306, -0.03472}}];
T = Join[T, {{0.70184, -0.03048}}];
T = Join[T, {{0.74846, -0.02628}}];
T = Join[T, {{0.79242, -0.02222}}];
T = Join[T, {{0.83322, -0.01836}}];
T = Join[T, {{0.87040, -0.01477}}];
T = Join[T, {{0.90354, -0.01151}}];
T = Join[T, {{0.93225, -0.00862}}];
T = Join[T, {{0.95622, -0.00616}}];
T = Join[T, {{0.97516, -0.00419}}];
T = Join[T, {{0.98885, -0.00275}}];
T = Join[T, {{0.99712, -0.00187}}];
T = Join[T, {{1.00000, -0.00157}}];
(*T = Join[T, {{1.001,-0.001}}]; (* Dodatne točke *)
T = Join[T, {{1.006,0.00}}]; (* Dodatne točke *)*)
T1 = {}; (** Obrnemo vrstni red točk: **)
For[i = 1, i ≤ Length[T], i++,
T1 = Join[{T[[i]]}, T1];
];
T = T1;
T = T2; (* Dobimo iz Aeroprofil_generator_1.nb *)
n = Length[T] - 1;
S = Table[{0, 0}, {i, 1, n}];
For[i = 1, i ≤ n, i++,
S[[i, {1, 2}]] = {(T[[i, 1]] + T[[i + 1, 1]]) / 2, (T[[i, 2]] + T[[i + 1, 2]]) / 2};
S[[i, 2]] += 0;
];
p1 = ListPlot[T, AspectRatio  1 / 4];
p2 = ListPlot[S, PlotStyle  Red, AspectRatio  1 / 4];
Show[p1, p2]
(* Zapolnimo matriko M in vektor b: **********)
M = Table[0, {i, 1, n + 1}, {j, 1, n + 1}];
b = Table[0, {i, 1, n + 1}];
For[i = 1, i ≤ n, i++,
b[[i]] =
v0 Cos[α] * (T[[i + 1, 2]] - T[[i, 2]]) - v0 Sin[α] * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
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c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[i  j, py1 = π; px1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
M[[i, j]] = px * (T[[i, 2]] - T[[i + 1, 2]]) + py * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
(*];*)
(*For[j=1, j≤n,j++,*)
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[i  j, px1 = π; py1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
M[[i, n + 1]] += px * (T[[i, 2]] - T[[i + 1, 2]]) + py * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
];
];
(* Zapišemo Kutta pogoj: **************)
(*β1 = ArcTan[(T[[2,1]]-T[[1,1]]),(T[[2,2]]-T[[1,2]])];*)
(*β2 = ArcTan[(T[[n+1,1]]-T[[n,1]]),(T[[n+1,2]]-T[[n,2]])];*)
t1 = Sqrt[ (T[[2, 1]] - T[[1, 1]])^2 + (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])^2];
t2 = Sqrt[ (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]])^2 + (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])^2];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[1, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[1, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[1, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[1, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[1  j, py1 = π; px1 = 0];
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length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt1 = (px (T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) + py (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])) / t1;
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[n, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[n, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[n, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[n, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[n  j, py1 = π; px1 = 0];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt2 = (px (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) + py (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])) / t2;
M[[n + 1, j]] = pt1 + pt2;
(*];*)
(*For[j=1,j≤n,j++,*)
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[1, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[1, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[1, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[1, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[1  j, px1 = π; py1 = 0];
(*length = Sqrt[(T[[j+1,1]]-T[[j,1]])^2 + (T[[j+1,2]]-T[[j,2]])^2];*)
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt1 = (px (T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) + py (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])) / t1;
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[n, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[n, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[n, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[n, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
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If[n  j, px1 = π; py1 = 0];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt2 = (px (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) + py (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])) / t2;
M[[n + 1, n + 1]] += pt1 + pt2;
];
b[[n + 1]] =
- ((T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) * v0 Cos[α] + (T[[2, 2]] - T[[1, 2]]) * v0 Sin[α]) / t1 -
((T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) * v0 Cos[α] + (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]]) * v0 Sin[α]) /
t2;
(*****************)
M // MatrixForm;
b // MatrixForm;
Ci = LinearSolve[M, b];
(* Iščemo hitrost na panelih: **********)
V = Table[{0, 0, 0}, {i, 1, n}];
For[i = 1, i ≤ n, i++,
V[[i, 1]] = v0 * Cos[α];
V[[i, 2]] = v0 * Sin[α];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[i  j, py1 = π; px1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
V[[i, 1]] += px * Ci[[j]];
V[[i, 2]] += py * Ci[[j]];
];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
]
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px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[i  j, px1 = π; py1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
V[[i, 1]] += px * Ci[[n + 1]];
V[[i, 2]] += py * Ci[[n + 1]];
];
V[[i, 3]] = Sqrt[V[[i, 1]]^2 + V[[i, 2]]^2];
];
Ci // MatrixForm;
Ci;
V // MatrixForm;
(*cvz = (v0^2 - (V[[n,1]])^2- (V[[n,2]])^2)*(T[[1,1]]-T[[n,1]])/v0^2;*)
cvz = 0;
For[i = 1, i ≤ n, i++,
cvz += -( v0^2 - (V[[i, 1]])^2 - (V[[i, 2]])^2 ) * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]) / v0^2;
];
cvz
cup = 0;
For[i = 1, i ≤ n, i++,
cup += -( v0^2 - (V[[i, 1]])^2 - (V[[i, 2]])^2 ) * (T[[i + 1, 2]] - T[[i, 2]]) / v0^2;
];
cup
Out[996]=
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.05
0.05
0.10
Out[1014]= 0.261919
Out[1017]= -0.000441842
In[1018]:=
(* Prikažemo funkcijo koeficienta vzgona v odvisnosti od
α : *****************************************)
nlen = 14;
pol = Table[{0, 0}, {i, 1, nlen}];
For[i = 1, i ≤ nlen, i++,
pol[[i, 1]] = ( 2 * i - 14) °;
];
For[index = 1, index ≤ nlen, index++,
v0 = 1;
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α = pol[[index, 1]];
(* Zapolnimo matriko M in vektor b: **********)
Clear[M, b, Ci];
M = Table[0, {i, 1, n + 1}, {j, 1, n + 1}];
b = Table[0, {i, 1, n + 1}];
For[i = 1, i ≤ n, i++,
b[[i]] =
v0 Cos[α] * (T[[i + 1, 2]] - T[[i, 2]]) - v0 Sin[α] * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[i  j, py1 = π; px1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
M[[i, j]] = px * (T[[i, 2]] - T[[i + 1, 2]]) + py * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
(*];*)
(*For[j=1, j≤n,j++,*)
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[i  j, px1 = π; py1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
M[[i, n + 1]] += px * (T[[i, 2]] - T[[i + 1, 2]]) + py * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]);
];
];
(* Zapišemo Kutta pogoj: **************)
(*β1 = ArcTan[(T[[2,1]]-T[[1,1]]),(T[[2,2]]-T[[1,2]])];*)
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(*β2 = ArcTan[(T[[n+1,1]]-T[[n,1]]),(T[[n+1,2]]-T[[n,2]])];*)
t1 = Sqrt[ (T[[2, 1]] - T[[1, 1]])^2 + (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])^2];
t2 = Sqrt[ (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]])^2 + (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])^2];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[1, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[1, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[1, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[1, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[1  j, py1 = π; px1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt1 = (px (T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) + py (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])) / t1;
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[n, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[n, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[n, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[n, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[n  j, py1 = π; px1 = 0];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt2 = (px (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) + py (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])) / t2;
M[[n + 1, j]] = pt1 + pt2;
(*];*)
(*For[j=1,j≤n,j++,*)
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[1, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[1, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[1, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[1, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[1, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[1, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[1  j, px1 = π; py1 = 0];
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(*length = Sqrt[(T[[j+1,1]]-T[[j,1]])^2 + (T[[j+1,2]]-T[[j,2]])^2];*)
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt1 = (px (T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) + py (T[[2, 2]] - T[[1, 2]])) / t1;
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[n, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[n, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[n, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[n, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[n, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[n, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[n, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[n  j, px1 = π; py1 = 0];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
pt2 = (px (T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) + py (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]])) / t2;
M[[n + 1, n + 1]] += pt1 + pt2;
];
b[[n + 1]] =
- ((T[[2, 1]] - T[[1, 1]]) * v0 Cos[α] + (T[[2, 2]] - T[[1, 2]]) * v0 Sin[α]) / t1 -
((T[[n + 1, 1]] - T[[n, 1]]) * v0 Cos[α] + (T[[n + 1, 2]] - T[[n, 2]]) * v0 Sin[α]) /
t2;
(*****************)
M // MatrixForm;
b // MatrixForm;
Ci = LinearSolve[M, b];
(* Iščemo hitrost na panelih: **********)
V = Table[{0, 0, 0}, {i, 1, n}];
For[i = 1, i ≤ n, i++,
V[[i, 1]] = v0 * Cos[α];
V[[i, 2]] = v0 * Sin[α];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
py1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
py1 = -py1];
px1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2]];
If[i  j, py1 = π; px1 = 0];
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length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
V[[i, 1]] += px * Ci[[j]];
V[[i, 2]] += py * Ci[[j]];
];
For[j = 1, j ≤ n, j++,
a1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - S[[i, 2]])^2];
b1 = Sqrt[(T[[j, 1]] - S[[i, 1]])^2 + (T[[j, 2]] - S[[i, 2]])^2];
c1 = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px1 = ArcCos[(a1^2 + b1^2 - c1^2) / (2 a1 b1)];
If[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) * (S[[i, 2]] - T[[j, 2]]) -
(T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) * (S[[i, 1]] - T[[j, 1]]) < 0,
px1 = -px1];
py1 = Log[Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j + 1, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j + 1, 2]])^2] /
Sqrt[(S[[i, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (S[[i, 2]] - T[[j, 2]])^2]];
If[i  j, px1 = π; py1 = 0];
length = Sqrt[(T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])^2 + (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])^2];
px = (px1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]]) - py1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]])) / length;
py = (px1 * (T[[j + 1, 2]] - T[[j, 2]]) + py1 * (T[[j + 1, 1]] - T[[j, 1]])) / length;
V[[i, 1]] += px * Ci[[n + 1]];
V[[i, 2]] += py * Ci[[n + 1]];
];
V[[i, 3]] = Sqrt[V[[i, 1]]^2 + V[[i, 2]]^2];
];
Ci // MatrixForm;
V // MatrixForm;
(*cvz = (v0^2 - (V[[n,1]])^2- (V[[n,2]])^2)*(T[[1,1]]-T[[n,1]])/v0^2;*)
cvz = 0;
For[i = 1, i ≤ n, i++,
cvz +=
-( v0^2 - (V[[i, 1]])^2 - (V[[i, 2]])^2 ) * (T[[i + 1, 1]] - T[[i, 1]]) / v0^2;
];
pol[[index, 2]] = cvz;
];
poldeg = pol;
For[i = 1, i ≤ Length[pol], i++, poldeg[[i, 1]] = pol[[i, 1]] * 180 / π]
pol // MatrixForm
p1 = ListLinePlotpoldeg, Mesh  All,
AxesLabel  "Vpadni kot α [°]", "Koeficient vzgona cvzg [/]",
, , ;
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Out[1024]//MatrixForm=
-12 ° -1.16573
-10 ° -0.936989
-8 ° -0.703031
-6 ° -0.464995
-4 ° -0.22404
-2 ° 0.0186585
0 0.261919
2 ° 0.504557
4 ° 0.745389
6 ° 0.983243
8 ° 1.21696
10 ° 1.4454
12 ° 1.66745
14 ° 1.88203
In[1026]:= p60 = ListLinePlotpoldeg, Mesh  All,
AxesLabel  "Vpadni kot α [°]", "Koeficient vzgona cvzg [/]",
LabelStyle  "Subtitle", ImageSize  800, PlotStyle  PointSize[.014],
PlotRange  {{-12.5, 17}, {-1.5, 2}}
pol // MatrixForm;
Out[1026]=
-10 -5 5 10 15
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
1.5
2.0
Koeficient vzgona cvzg [/]
In[1193]:= polexp = {};
polexp = Join[polexp, {{-9.74910394265233, -0.8384253088065412}}];
polexp = Join[polexp, {{-8.44444444444445, -0.6941615569181554}}];
polexp = Join[polexp, {{-7.4408602150537675, -0.5896738647471782}}];
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polexp = Join[polexp, {{-5.935483870967744, -0.41558695458988737}}];
polexp = Join[polexp, {{-4.630824372759861, -0.28619923575935324}}];
polexp = Join[polexp, {{-3.3261648745519707, -0.15185283924286885}}];
polexp = Join[polexp, {{-2.2222222222222214, -0.04237092330933967}}];
polexp = Join[polexp, {{-1.0179211469534124, 0.09193992713054255}}];
polexp = Join[polexp, {{0.28673835125447766, 0.23620367901892836}}];
polexp = Join[polexp, {{1.390681003584227, 0.34568559495245754}}];
polexp = Join[polexp, {{2.7956989247311768, 0.5048609259752954}}];
polexp = Join[polexp, {{4., 0.6044610326135254}}];
polexp = Join[polexp, {{4.802867383512542, 0.7088776326312982}}];
polexp = Join[polexp, {{5.806451612903217, 0.7984892917444242}}];
polexp = Join[polexp, {{6.508960573476699, 0.8532835688260909}}];
polexp = Join[polexp, {{7.512544802867382, 0.9428952279392164}}];
polexp = Join[polexp, {{8.516129032258064, 1.0424242424242425}}];
polexp = Join[polexp, {{9.318996415770606, 1.102212743268462}}];
polexp = Join[polexp, {{10.222222222222221, 1.1769128232471342}}];
polexp = Join[polexp, {{11.125448028673837, 1.2416955478539058}}];
polexp = Join[polexp, {{11.928315412186372, 1.301484048698125}}];
polexp = Join[polexp, {{12.931899641577054, 1.3563849640095977}}];
polexp = Join[polexp, {{13.93548387096773, 1.4162445570070203}}];
polexp = Join[polexp, {{15.440860215053753, 1.337438905180841}}];
polexp = Join[polexp, {{16.645161290322577, 1.2535679374389055}}];
polexp // MatrixForm;
polcfd = {};
polcfd = Join[polcfd, {{-12, -0.5748}}];
polcfd = Join[polcfd, {{-10, -0.57079}}];
polcfd = Join[polcfd, {{-8, -0.52233}}];
polcfd = Join[polcfd, {{-6, -0.3821}}];
polcfd = Join[polcfd, {{-4, -0.1977}}];
polcfd = Join[polcfd, {{-2, -0.00549}}];
polcfd = Join[polcfd, {{0, 0.2182}}];
polcfd = Join[polcfd, {{2, 0.4278331}}];
polcfd = Join[polcfd, {{4, 0.6248}}];
polcfd = Join[polcfd, {{6, 0.8041}}];
polcfd = Join[polcfd, {{8, 0.9420}}];
polcfd = Join[polcfd, {{10, 1.0113}}];
polcfd = Join[polcfd, {{12, 0.9847}}];
polcfd = Join[polcfd, {{14, 0.9477}}];
polcfd // MatrixForm;
p60 = ListLinePlotpoldeg, Mesh  All,
AxesLabel  "Vpadni kot α [°]", "Koeficient vzgona cvzg [/]",
LabelStyle  "Subtitle", ImageSize  800, PlotStyle  PointSize[.014],
PlotRange  {{-12.5, 17}, {-1.5, 2}}, PlotLegends  "Rešitev panelne metode";
p61 = ListLinePlotpolexp, Mesh  All,
AxesLabel  "Vpadni kot α [°]", "Koeficient vzgona cvzg [/]",
LabelStyle  "Subtitle", PlotStyle  {PointSize[.014], Red},
ImageSize  800, PlotRange  {{-12, 15}, {-1.5, 2}},

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PlotLegends  "Eksperimetalne vrednosti" ;
p62 = ListLinePlot{poldeg, polexp, polcfd}, Mesh  All,
AxesLabel  "Vpadni kot α [°]", "Koeficient vzgona cvzg [/]",
LabelStyle  "Subtitle", ImageSize  800, PlotStyle  PointSize[.010],
PlotRange  {{-12.5, 17}, {-1.5, 2}}, PlotLegends 
{"Rešitev panelne metode", "Eksperimentalne vrednosti", "Rešitev CFD analize"}
Out[1238]=
-10 -5 5 10 15
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
1.5
2.0
Koeficient vzgona cvzg [/]
In[1239]:= Print["cvzg =", " ", Interpolation[polexp, 0]];
cvzg = 0.20539
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